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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo comparativo experimental de trés implementacoes do
algoritmo Quicksort: a versdo recursiva classica, uma versao hibrida em que a particao
é interrompida para subvetores com menos de M elementos, os quais sao ordenados por
Insertion Sort, e uma versao hibrida com escolha de pivd por mediana-de-trés. As im-
plementacoes foram desenvolvidas em C++17 sobre um motor tnico parametrizado, de
modo a garantir que as trés variantes contabilizem comparagoes e trocas de forma idén-
tica. Os algoritmos foram avaliados sobre cinco massas de teste — aleatoéria, ordenada,
inversamente ordenada, com muitos elementos repetidos e quase ordenada — em quatro
tamanhos de entrada, entre mil e quinhentos mil elementos, medindo-se tempo de exe-
cucgao, nimero de comparacoes e nimero de trocas. A calibragao empirica mostrou que
o minimo do nimero de comparacoes é estavel em M ~ 20-25, enquanto o minimo de
tempo ¢ ruidoso; adotou-se M = 40 pelo critério do menor valor dentro de 2% do melhor
tempo. Esse valor é superior a faixa de 5 a 25 recomendada pela literatura classica, di-
ferenca atribuida as caracteristicas do hardware atual. As versdes hibridas reduziram o
tempo de execucao entre 16% e 54% em relacao a versao recursiva pura. Um experimento
especifico forgou o pior caso do algoritmo, combinando vetor ordenado com escolha inade-
quada de pivd, e confirmou numericamente a previsao tedrica: a razao entre o nimero de

2 convergiu para exatamente 0,5000, com diferenca de aproximadamente

comparacoes e n
duas mil vezes em relagdo a versao com mediana-de-trés. A andlise critica revelou que,
em dados aleatorios, a versao hibrida executa mais comparacoes que a versao recursiva e
ainda assim ¢é mais rapida, evidenciando que a contagem de operacoes elementares deixou

de ser preditor confiavel do tempo de execuc¢ao em hardware moderno.

Palavras-chave: Quicksort, Insertion Sort, Algoritmos de Ordenacao, Analise de Com-

plexidade, Anélise Experimental de Algoritmos, Mediana-de-trés.



ABSTRACT

This work presents an experimental comparative study of three implementations of the
Quicksort algorithm: the classical recursive version, a hybrid version in which partitioning
stops for subarrays with fewer than M elements, which are then sorted by Insertion Sort,
and a hybrid version using median-of-three pivot selection. The implementations were de-
veloped in C++17 on top of a single parameterised engine, ensuring that all three variants
count comparisons and swaps identically. The algorithms were evaluated on five test da-
tasets — random, sorted, reverse sorted, with many repeated elements, and nearly sorted
— across four input sizes ranging from one thousand to five hundred thousand elements,
measuring execution time, comparison count and swap count. Empirical calibration in-
dicated M = 40 as the optimal value, higher than the range of 5 to 25 recommended by
the classical literature, a difference attributed to modern hardware characteristics. The
hybrid versions reduced execution time by 16% to 54% compared to the pure recursive
version. A dedicated experiment forced the algorithm’s worst case by combining a sorted
array with an inadequate pivot choice, numerically confirming the theoretical prediction:
the ratio between comparison count and n? converged to exactly 0.5000, a difference of
approximately two thousand times relative to the median-of-three version. The critical
analysis revealed that, on random data, the hybrid version performs more comparisons
than the recursive version yet remains faster, showing that counting elementary operations

is no longer a reliable predictor of execution time on modern hardware.

Keywords: Quicksort, Insertion Sort, Sorting Algorithms, Complexity Analysis, Expe-

rimental Algorithmics, Median-of-three.
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1 INTRODUCAO

A ordenagdo é uma das operacgoes mais estudadas da Ciéncia da Computagao,
tanto por sua ubiquidade préatica quanto por seu papel didatico na analise de algoritmos.
Segundo Knuth (1998), estima-se que uma fragao expressiva de todo o tempo de proces-
samento gasto em sistemas computacionais seja dedicada a ordenar dados ou a manter
dados ordenados. Ordenar nao é apenas um fim em si: é a etapa que viabiliza busca
bindria, jungoes eficientes em bancos de dados, algoritmos de geometria computacional e

compressao de dados.

Entre os algoritmos de ordenagao interna, o Quicksort, proposto por Hoare (1962),
ocupa posicao de destaque. Seu tempo médio de execucao é O(nlogn) com constantes
multiplicativas pequenas, e ele opera essencialmente in place, exigindo memoria auxiliar
apenas para a pilha de recursao. Por esse motivo é o algoritmo adotado, em variantes
refinadas, pelas bibliotecas padrao de praticamente todas as linguagens de programacao

de uso geral.

O Quicksort, contudo, apresenta duas fragilidades bem conhecidas. A primeira é
seu pior caso: quando o pivo escolhido é sistematicamente o menor ou o maior elemento
do subvetor, as particoes tornam-se maximamente desbalanceadas e o algoritmo degenera
para ©(n?) comparacoes. A segunda é de natureza pratica: para subvetores pequenos, o
custo fixo da recursao e da particdo supera o beneficio da estratégia de divisao e conquista,
e algoritmos assintoticamente piores — como o Insertion Sort — tornam-se efetivamente

mais rapidos.

1.1 Problema

Este trabalho trata do seguinte problema: quanto se ganha, na pratica, ao
corrigir essas duas fragilidades do Quicksort, e sob quais condicoes cada cor-
recao compensa? A pergunta nao é respondida apenas pela analise assintética, uma
vez que ambas as corregoes preservam a complexidade O(nlogn) do caso médio e atuam

justamente sobre as constantes multiplicativas que a notacao assintética descarta.



1.2 Objetivos

O objetivo geral é realizar um estudo comparativo experimental de trés implemen-

tagoes do Quicksort, conforme o exercicio 15 do capitulo 4 de Ziviani (2018):

1. Quicksort recursivo: versao classica, com recursao até subvetores unitarios;

2. Quicksort hibrido: versao em que a particao é interrompida para subvetores com
menos de M elementos, os quais sao ordenados por Insertion Sort, sendo o valor de

M determinado empiricamente;

3. Quicksort hibrido com mediana-de-trés: aprimoramento da versao anterior,
em que o pivd é a mediana entre o primeiro, o central e o tltimo elemento do

subvetor.

Sao objetivos especificos: (i) determinar empiricamente o valor de M; (ii) medir
tempo de execugao, nimero de comparagoes e nimero de trocas sobre massas de teste
variadas; (iii) forgar explicitamente o pior caso do Quicksort e verificar experimentalmente
seu comportamento quadratico; e (iv) analisar criticamente os resultados a luz da teoria,

justificando as diferencas observadas entre as versoes.

1.3 Organizagao do trabalho

O Capitulo 2 apresenta o referencial tedrico, com a descricao dos algoritmos Inser-
tion Sort e Quicksort e a analise de complexidade de ambos, com destaque para o pior
caso do Quicksort. O Capitulo 3 descreve a metodologia adotada, incluindo as massas
de teste, as convencgoes de contagem e os cuidados tomados na medi¢ao de tempo. O

Capitulo 4 apresenta e analisa os resultados obtidos. O Capitulo 5 sintetiza as conclusoes

do trabalho.



2 REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo apresenta os dois algoritmos de ordenagao objeto deste trabalho —
o Insertion Sort e o Quicksort — e a analise de complexidade de ambos, com énfase nas

condicgoes que levam o Quicksort ao seu pior caso.

2.1 Ordenacgao por insercao

O Insertion Sort, ou ordenacao por inser¢ao, constroi o vetor ordenado incremen-
talmente. A cada iteragdo 7, o algoritmo assume que o prefixo v[0..7 — 1] j& estd ordenado
e insere v[i] na posigao correta desse prefixo, deslocando para a direita todos os elementos
maiores que ele. E o método que, segundo Ziviani (2018), corresponde a forma como um

jogador ordena as cartas na mao.

Sua anélise é direta. Seja C'(n) o nimero de comparagoes entre chaves. No melhor
caso — vetor ja ordenado — cada elemento ¢ comparado apenas com seu predecessor

imediato e nenhum deslocamento ocorre, resultando em

Chain(n) =n—1=06(n). (2.1)

No pior caso — vetor em ordem inversa — o elemento v[i] precisa ser comparado

com todos os 7 elementos anteriores, de modo que

n—1
. nn—1
Con) = Y i = "0 ). (2.2
i=1
No caso médio, supondo permutacoes equiprovaveis, cada elemento percorre em
média metade do prefixo, resultando em aproximadamente n?/4 comparagoes, o que tam-

bém ¢ O(n?) (CORMEN et al., 2022).

Apesar da complexidade quadratica, o Insertion Sort possui trés propriedades que
o tornam vantajoso para entradas pequenas, e que fundamentam sua utilizagao nas versoes
hibridas deste trabalho:



1. Constantes multiplicativas muito baixas: o lago interno consiste em uma com-

paracao e uma atribuicao, sem chamadas de fun¢cao nem manipulagao de pilha;

2. Adaptatividade: em vetores quase ordenados o desempenho aproxima-se do linear,

pois o numero de deslocamentos é proporcional ao niimero de inversoes da entrada;

3. Localidade de referéncia: os acessos sao sequenciais e contiguos, o que favorece

a hierarquia de memoéria e a predi¢ao de desvios dos processadores modernos.

2.2  Quicksort

O Quicksort (HOARE, 1961, 1962) é um algoritmo de divisao e conquista. Dado um
subvetor v[esq..dir], escolhe-se um elemento como pivo e efetua-se a partigdo: rearranja-
se o subvetor de modo que todos os elementos menores ou iguais ao pivo fiquem a sua
esquerda e todos os maiores ou iguais, a sua direita. Em seguida, o procedimento é
aplicado recursivamente as duas partes. Diferentemente do Mergesort, ndo hé etapa de

combinag¢ao: quando as chamadas recursivas retornam, o vetor ja esta ordenado.

Este trabalho adota o esquema de particao de Hoare (1962) na forma apresentada
por Ziviani (2018), em que dois indices caminham em sentidos opostos até se cruzarem,
trocando os elementos que se encontram no lado errado do pivo. O pivo é tratado como
valor, e ndo como posicao; como esse valor é sempre retirado do proprio subvetor, ele

funciona como sentinela natural e garante a terminacao dos lagos internos.

2.2.1 Andlise de complexidade

O custo do Quicksort é determinado pelo balanceamento das particoes. A

particao de um subvetor de tamanho n custa ©(n) comparagoes, e a recorréncia geral é

Tn)=Tk)+T(n—k—1)406(n), (2.3)

onde k é o tamanho da particdo esquerda.

Melhor caso. Quando o pivd é sempre a mediana exata, tem-se k &~ n/2 e a recor-

réncia torna-se T'(n) = 27'(n/2) + O(n), cuja solugdo, pelo Teorema Mestre, é

Tmin(n) = O(nlogn). (2.4)



Caso médio.  Supondo que todas as permutacoes da entrada sejam equiprovaveis, o

numero esperado de comparagoes é

Ciea(n) = 2nlnn ~ 1,386 n log, n, (2.5)

conforme demonstrado por Hoare (1962) e detalhado por Knuth (1998). O caso
médio é, portanto, apenas cerca de 39% pior que o melhor caso — resultado que explica

a robustez pratica do algoritmo.

Pior caso. Quando o pivd é sistematicamente o menor ou o maior elemento do
subvetor, tem-se k = 0 a cada chamada, e a recorréncia degenera para T'(n) = T'(n—1) +

©(n), cuja solugao é

= 0(n?). (2.6)

Além do custo quadratico em tempo, o pior caso produz uma cadeia de recursio
de profundidade n, elevando o consumo de memoéria de O(logn) para O(n) e podendo

provocar estouro de pilha.

2.2.2 Como o pior caso ocorre

O ponto central — e frequentemente contraintuitivo — é que o pior caso do Quick-
sort nao é uma propriedade da entrada isoladamente, mas da interacao entre
a entrada e a regra de escolha do piv6. Nao existe entrada intrinsecamente “ruim”;

existe entrada ruim para uma dada estratégia de pivo.

Se a estratégia adotada é “pivdé = primeiro elemento”, um vetor ja ordenado ¢é o
pior caso: o menor elemento é escolhido como pivo a cada chamada, produzindo parti¢oes
de tamanhos 0 e n — 1. Esse é um cenario particularmente perigoso na pratica, pois
vetores ja ordenados ou quase ordenados sao extremamente comuns em sistemas reais —

exatamente a situacao em que a implementacao ingénua falha.

Se a estratégia é “pivdé = elemento central”; o vetor ordenado passa a ser o melhor
caso, pois o elemento central de um vetor ordenado é precisamente sua mediana. Ainda
assim, é possivel construir entradas adversarias que forcam o comportamento quadratico,
como demonstrado por Bentley e Mcllroy (1993), que apresentam um método sisteméatico

para gerar entradas patoldgicas contra qualquer regra deterministica de escolha de pivo.



2.3 Aprimoramentos classicos
2.3.1 Corte para Insertion Sort

A ideia de interromper a recursao em subvetores pequenos e finalizar a ordenacao
com Insertion Sort foi proposta por Singleton (1969) e analisada em detalhe por Sedgewick
(1978). A justificativa é que, embora o Insertion Sort seja ©(n?), sua constante multipli-
cativa é muito menor que a do Quicksort; abaixo de um limiar M, o termo quadratico

com constante pequena ¢ menor que o termo nlogn com constante grande.

Sedgewick (1978) sugere valores de M entre 5 e 25, faixa reproduzida em Sedgewick
e Wayne (2011). Ressalte-se, entretanto, que tais valores foram obtidos em hardware da
década de 1970; um dos objetivos deste trabalho é justamente determinar M empirica-

mente na arquitetura atual.

2.3.2 Mediana-de-trés

A escolha do pivo como mediana entre v[esq|, v[meio] e v[dir] também é atribuida
a Singleton (1969). A técnica tem dois efeitos: melhora a estimativa da mediana ver-
dadeira do subvetor, reduzindo o desbalanceamento esperado das particoes, e elimina o

comportamento quadratico em entradas ordenadas e inversamente ordenadas.

Sedgewick (1978) demonstra que a mediana-de-trés reduz o ntimero esperado de
12
) 7
torno de 14%. E importante observar, contudo, que a técnica nao elimina o pior caso:

comparagoes no caso médio de 2nlInn para aproximadamente =nInn, uma reducao em
ela apenas torna as entradas patoldgicas mais dificeis de ocorrer por acaso. Musser (1997)
demonstra esse ponto e propoe o Introsort, que monitora a profundidade da recursao e
alterna para Heapsort quando ela excede 2 log, n, garantindo O(n logn) no pior caso. Essa

é a estratégia adotada pela funcao std: :sort da biblioteca padrao do C++.

2.4 Trabalhos recentes

A pesquisa sobre Quicksort permanece ativa, com foco no aproveitamento das

caracteristicas do hardware moderno.

Wild e Nebel (2012) realizam a anélise de caso médio do Quicksort de pivo duplo
de Yaroslavskiy, adotado no Java 7, mostrando que ele executa cerca de 5% menos com-
paragoes que a versao de pivd unico — resultado estendido por Kushagra et al. (2014)
para multiplos pivos, que atribuem o ganho real a redug¢ao do niimero de falhas de cache,

e nao a contagem de comparacoes.

Edelkamp e Weil (2019) propoem o BlockQuicksort, que reorganiza a particao em



blocos a fim de eliminar desvios condicionais dependentes de dados, obtendo ganhos de até
80% em relagao ao std: :sort ao evitar erros de predi¢ao de desvio. Aumiiller e Bingmann
(2021) simplificam a técnica usando o esquema de particao de Lomuto. Na mesma linha,
Peters (2021) apresenta o pattern-defeating quicksort (pdgsort), que combina detecgao de
padroes na entrada com particao sem desvios, hoje adotado pela biblioteca padrao da
linguagem Rust. Axtmann et al. (2022) estendem essas ideias para o contexto paralelo de

memoria compartilhada.

O ponto comum a esses trabalhos é relevante para a analise deste trabalho: em
hardware moderno, o nimero de comparagoes deixou de ser um bom preditor
isolado do tempo de execucgao. Efeitos de cache e de predicdo de desvios respon-
dem por parcela significativa do custo real, o que serd observado experimentalmente no
Capitulo 4.



3 METODOLOGIA

3.1 Ambiente experimental

Os experimentos foram executados em méaquina com sistema operacional Linux
(kernel 6.17), arquitetura x86-64. O cddigo foi escrito em C++17 e compilado com g++
13.3 e otimizacao -02, sem qualquer diretiva especifica de arquitetura, de modo a manter a
reprodutibilidade em outras maquinas. A medicao de tempo utiliza o rel6gio monotonico
da méquina (std: :chrono: :steady_clock), imune a ajustes do reldgio de parede durante

a execucao.

3.2 Organizacao da implementacgao

As trés versoes exigidas pelo enunciado diferem entre si em apenas dois aspectos:
onde a recurséo é interrompida (pardmetro M) e como o pivo é escolhido (estraté-
gia PRIMEIRO, MEIO ou MEDIANA3). Por esse motivo, optou-se por implementar um tnico
motor de ordenacao, parametrizado por esses dois valores; as trés versoes do enunciado

sao atalhos com parametros fixos, conforme o Quadro 1.

Tabela 1 — Parametrizacao das trés versoes a partir do motor tnico.

Versao M Estratégia de pivo

(a) Quicksort recursivo 1 Elemento central
(b) Quicksort hibrido 40 Elemento central
(c) Hibrido com mediana-de-trés 40 Mediana de trés
(

d) Piv6 inadequado (pior caso) 1 Primeiro elemento

Essa decisao de projeto nao visa apenas a economia de codigo. Ela garante que as
trés variantes contabilizem comparacoes e trocas exatamente da mesma forma, o que é
condigao necessaria para a validade da comparacgao experimental: se cada versao possuisse
seu proprio lago de particao, qualquer divergéncia na contagem seria indistinguivel de uma

diferenga real de desempenho. Pelo mesmo motivo, a versao (d), usada para forcar o pior



caso, é obtida apenas trocando a estratégia de pivd, sem qualquer outra alteragdo no

algoritmo.

3.3 Convengoes de contagem

Conforme exigido pelo enunciado, os algoritmos mantém contadores de compara-

¢oes e trocas. As convengoes adotadas sao as seguintes:

« Comparagoes: contabiliza-se toda comparagao entre chaves do vetor (elemento
contra pivo ou elemento contra elemento). Comparagdes entre indices, como i < j,
nao sao contabilizadas, por constituirem controle de laco e nao dependerem dos
dados;

o Trocas: contabiliza-se toda movimentag¢do de chave dentro do vetor. No Quicksort,
cada troca da particao conta como uma unidade; no Insertion Sort, cada desloca-

mento v[j + 1] <— v[j] também conta como uma unidade.

A segunda convencao merece justificativa. Contabilizar o deslocamento do Inser-
tion Sort como troca mantém as duas grandezas na mesma unidade semantica — “quantas
vezes um elemento mudou de posi¢do” — permitindo que os dois algoritmos sejam so-
mados nas versoes hibridas sem distor¢cdo. A alternativa, contar apenas permutacoes de

pares, subestimaria sistematicamente o trabalho realizado pelo Insertion Sort.

3.4 DMassas de teste

Foram utilizadas cinco massas de teste, descritas na Tabela 2, com n igual a 1.000,

10.000, 100.000 e 500.000 elementos.
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Tabela 2 — Massas de teste utilizadas.

Massa Descricao

Aleatorio Chaves uniformemente distribuidas em [0, 10n). Re-
presenta o caso médio.

Ordenado 0,1,...,n — 1. Melhor caso para pivé central; pior
caso para pivo igual ao primeiro elemento.

Inverso n—1,...,1,0. Pior caso do Insertion Sort.

Repetidos Apenas 10 chaves distintas, sorteadas uniformemente.
Avalia o tratamento de chaves iguais.

Quase ordenado Vetor ordenado com aproximadamente 1% dos ele-
mentos trocados de posicao. Representa a situacao

comum na pratica.

Todas as massas sao geradas de forma deterministica a partir da tripla (tipo,
n, semente), utilizando o gerador Mersenne Twister com semente explicita. Isso asse-
gura duas propriedades: todas as versoes do algoritmo sdo medidas sobre exatamente os

mesmos dados, e qualquer execugao pode ser reproduzida integralmente.

A massa Repetidos merece observacao. Com apenas 10 chaves distintas em até
500.000 posigoes, ela estressa o comportamento do algoritmo diante de chaves iguais. O
esquema de particao de Hoare adotado neste trabalho comporta-se bem nesse cenario:
quando todos os elementos de um subvetor sdo iguais ao pivo, os dois indices avangam
simetricamente e a particao resulta balanceada. Cabe registrar que o esquema alternativo
de Lomuto degeneraria para ©(n?) nessa mesma entrada — o que ilustra como a escolha

do esquema de particao, detalhe frequentemente omitido, tem consequéncias assintoticas.

3.5 Procedimento de medigao

O enunciado exige que cada versao seja executada varias vezes sobre as mesmas
massas de dados, a fim de obter médias confidveis. Durante os testes preliminares,
verificou-se que essa exigéncia, isoladamente, é insuficiente. Duas decisoes adicionais

foram necessarias e sdo documentadas aqui por afetarem diretamente as conclusoes.

3.5.1 Descarte da fase de aquecimento

Em medigoes preliminares, uma mesma carga de trabalho registrou 16,2 ms
na primeira execucgao do processo e 5,3 ms poucos segundos depois — variagao de aproxi-

madamente trés vezes, causada pelo governador de frequéncia do processador, e nao pelo



11

algoritmo.

O efeito nao é inécuo. Como a varredura de M é percorrida em ordem crescente, os
menores valores de M eram medidos enquanto o processador ainda operava em frequéncia
reduzida. A calibracdo indicava, assim, M = 100 como valor étimo, enquanto o nimero
de comparagoes — métrica deterministica e imune a esse efeito — apontava M = 20. O

“6timo” era artefato de aquecimento.

Cabe destacar que repetir as execucgoes e tirar a média nao corrige esse
viés, por ser ele sistematico, e nao aleatorio: todas as repeticoes de uma configuragao
medida cedo sdo igualmente penalizadas. A correcao exige descartar a fase transitéria.
O programa, portanto, executa uma rotina de aquecimento de dois segundos antes de

qualquer medicao e descarta uma execucao adicional por configuragao.

3.5.2 Uso da mediana

O ruido residual de medi¢cao — preempcao pelo escalonador do sistema operacional,
migragao entre nucleos, interferéncia de outros processos — s6 pode acrescentar tempo,
nunca subtrai-lo. A distribuicdo das medidas é, portanto, assimétrica a direita, e a média

é sistematicamente puxada pelos valores atipicos.

Por essa razao, a analise apresentada no Capitulo 4 utiliza a mediana dos tem-
pos. Os arquivos de resultado registram mediana, média, minimo, desvio-padrao e desvio
absoluto mediano, de modo que a dispersao das medidas permanece documentada e veri-

ficdvel.

3.5.3 Numero de repeticoes

O numero de repeticoes é adaptativo, pois entradas pequenas sao ordenadas em
dezenas de microssegundos e sofrem proporcionalmente muito mais com transientes do
sistema. Nos experimentos principais utilizaram-se 50 repeti¢oes para n < 1.000, 10 para
n < 10.000, 5 para n = 100.000 e 3 para n = 500.000. Na calibracao de M, onde as

diferencgas sao mais sutis, utilizaram-se até 200 repeticoes para n = 1.000.

3.5.4 Intercalacao das medicoes

As versoes em comparacao sao medidas em regime de rodizio (round-robin): a
cada repeticao, os trés algoritmos sao executados um apds o outro sobre a mesma en-
trada, em vez de se medir todas as repeticoes de um algoritmo para s6 depois passar ao
seguinte. A motivacdo é que qualquer deriva lenta da maquina — aquecimento, varia¢ao

de frequéncia, carga de fundo — penaliza sistematicamente as medi¢oes mais tardias.
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Medir em blocos faria com que um algoritmo medido por ultimo herdasse essa deriva; o
rodizio a distribui igualmente entre as trés versoes, de modo que a comparacao entre elas

seja justa.

3.5.5 Dispersdo robusta (MAD)

Além da média e do desvio-padrao amostral, registra-se o desvio absoluto medi-
ano (MAD), definido como 1,4826 x mediana(|z; —mediana(z)|). O desvio-padrao classico
¢ dominado por um tnico valor atipico: uma interrupcao do sistema que acrescente alguns
microssegundos a uma das repeticoes eleva o desvio-padrao a valores que nao representam
a dispersao tipica. O MAD, por basear-se em medianas, estima a dispersao efetiva das
medidas e evidencia que a variabilidade real é pequena mesmo quando hé picos isolados.

Os arquivos de resultado registram as duas métricas.

3.5.6 Verificagdo de corretude

Antes de qualquer medi¢cdo, uma bateria de validagdo compara a saida das trés
versoes com a de std: :sort em 509 casos, incluindo vetores vazios, unitarios, com todos
os elementos iguais e as cinco massas em oito tamanhos distintos. Adicionalmente, toda
execucao medida tem seu resultado verificado com std: :is_sorted: uma implementacao
que nao ordenasse corretamente interromperia o programa, em vez de reportar um tempo

de execucao artificialmente baixo.

3.6 Calibracao empirica de M

Para determinar M, varreu-se um conjunto de dezenove valores, M € {1,2,3,4,5,6,8,10, 12,15, 20,
sobre as massas Aleatério, Ordenado e Repetidos, para n € {1.000; 10.000; 100.000} e

para as duas estratégias de pivo.

O critério de escolha adotado nao é o minimo absoluto do tempo. Nas proximida-
des do 6timo, a curva é praticamente plana, e o minimo absoluto passa a ser determinado
por ruido: em execugoes preliminares ele oscilou entre 12 e 100, sem diferenga real de
desempenho. Adotou-se, portanto, o critério do menor M cujo tempo permanece
dentro de 2% do melhor tempo observado, que é reprodutivel entre execucoes e

mantém o Insertion Sort restrito a subvetores efetivamente pequenos.
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A Figura 1 apresenta o tempo mediano de execucao em funcao de M, e a Figura

2, o nimero de comparagoes. A Tabela 3 resume os valores obtidos.

tempo mediano (ms)

Calibracao empirica de M - tempo mediano (ms) (pivo central)

n = 1000 n = 10000 n = 100000
0.040 4 —e— Aleatorio
—e— Ordenado 5
0.035 4 —e— Muitos elementos repetidos 0.4 1
----- M adotado = 40
0.0301 = -
£ EY
4 0.3 1
0.025 2 —e— Aleatorio e —e— Aleatorio
o —e— Ordenado e —e— Ordenado
° N T 3 N .
0.020 4 Q —e— Muitos elementos repetidos @ —e— Muitos elementos repetidos
E o2 T T e Madotado =40 E l|o—e—acl LI || M adotado = 40
0.015 4 g 2 W
: £ S S WY £ 21 e
2 2
0.0101
0.114 1
0-005 1 ._.—M-.M ._M ._.\'_.-"’W
—o—0—0 o o—o—o—o— > o—0—0—o—
T T T T T T T T T
10° 10t 102 10° 10t 102 10° 10t 102
M (corte para Insertion Sort) M (corte para Insertion Sort) M (corte para Insertion Sort)

Figura 1 - Tempo mediano de execucao em funcao de M, para trés tamanhos
de entrada.

comparacoes medias

Calibracao empirica de M - comparacoes medias (pivo central)

n = 1000 n = 10000 1e6 n = 100000
—e— Aleatorio —e— Aleatorio —e— Aleatorio
350004 ~* Ordenado 400000 { —*— Ordenado 4.5  —e— Ordenado
—e— Muitos elementos repetidos —e— Muitos elementos repetidos —e— Muitos elementos repetidos
----- M adotado = 40 +++++ M adotado = 40 4.0 4 - Madotado = 40
30000 4 | 350000 1 "
.8 i
° T 3.5
25000 4 g 300000 g
"‘ $ 3.0
1] i @
20000 4 g| 250000 S
o S5
3] 200000 4 -
130007 W £ W £
o © 2.0
“| 150000 4 ©
10000 A
1.5 A
1000001 = N
5000 A P ~———e 104
T T T T T T T T T
10° 10t 102 100 10t 102 10° 10t 102
M (corte para Insertion Sort) M (corte para Insertion Sort) M (corte para Insertion Sort)

Figura 2 - Numero médio de comparagoes em funcao de M.
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Tabela 3 — Valores de M obtidos pela calibragdo empirica. A coluna “M
recomendado” usa o critério do menor M dentro de 2% do melhor tempo; a
coluna “M por comparacgoes” usa o minimo do niimero de comparacgoes.

Estratégia de pivo n M recomendado M por comparagoes
Elemento central 1.000 40 20
Elemento central 10.000 40 20
Elemento central 100.000 40 25
Mediana de trés 1.000 40 20
Mediana de trés 10.000 40 20
Mediana de trés 100.000 40 25

Trés observagoes merecem destaque.

Estabilidade. Os dois critérios comportam-se de forma distinta. O minimo do
nimero de comparagdoes — métrica deterministica, imune a ruido — é estavel em
M =~ 20-25 nas seis células. O minimo de tempo localiza-se em valores mais altos
(M =~ 50-70) e seu argmin exato desloca-se conforme a célula, pois o platd é plano e
a posicao do minimo passa a ser determinada por ruido de medicao. Por isso o critério
adotado nao é o argmin, e sim o menor M dentro de 2% do melhor tempo, que conduz a
M = 40 em todas as seis células. Adotou-se M = 40 nos experimentos subsequentes
por ser o valor recomendado de forma unanime e por manter o Insertion Sort restrito a

subvetores pequenos.

Divergéncia entre os critérios. O minimo do niimero de comparacoes ocorre em
M = 20-25, enquanto o minimo do tempo ocorre em valores mais altos. A divergéncia
é informativa: acima de M = 25, o algoritmo passa a executar mais comparagoes e
ainda assim torna-se mais rapido. Esse fendmeno é analisado na Secao 4.4. O platd de
tempo (valores dentro de 2% do melhor) estende-se, na maioria das células, de M ~ 40 a

M = 100; quem fica proximo de 20 é o minimo de comparagoes, nao o de tempo.

Comparacao com a literatura. O valor obtido é superior a faixa de 5 a 25 sugerida
por Sedgewick (1978). A diferenca é coerente com a evolucao do hardware: as reco-
mendacoes classicas foram estabelecidas em maquinas nas quais o custo relativo de uma
comparagao era muito maior que o de um acesso a memoria. Em processadores atuais,
o Insertion Sort sobre blocos pequenos apresenta localidade de cache e previsibilidade de
desvios excelentes, além de ser passivel de vetorizagdo pelo compilador, o que desloca o

ponto de equilibrio para valores maiores de M. Soma-se a isso o fato de as chaves utiliza-
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das serem do tipo int, cuja movimentacao é barata, favorecendo ainda mais o Insertion
Sort.

4.2 Comparagao entre as trés versoes

As Figuras 3, 4 e 5 apresentam, respectivamente, o tempo mediano, o nimero de
comparagoes e o numero de trocas para as trés versoes, em escala logaritmica nos dois

eixos. As Tabelas 4 a 8 trazem os valores numéricos.

Comparacao das tres versoes do Quicksort - tempo mediano (ms)

Aleatorio Ordenado Inversamente ordenado Muitos elementos repetidos

Quase ordenado

~&— Quicksort recursivo
~®- Quicksort hibrido
—& Hibrido + mediana-de-tres

tempo mediano (ms)
e
i L 2 A
\
\

10° 10* 10° 10° 10* 10° 10° 10* 10° 10° 10* 10° 10° 10* 10°

n (numero de elementos) n (numero de elementos) n (numero de elementos) n (numero de elementos) n (numero de elementos)

Figura 3 - Tempo mediano de execucao das trés versoes, por massa de teste.

Comparacao das tres versoes do Quicksort - comparacoes

Aleatorio Ordenado Inversamente ordenado Muitos elementos repetidos Quase ordenado

—&— Quicksort recursivo
~8- Quicksort hibrido
—4Hibrido + mediana-de-tres

comparacoes
= = =
X 2 2

Y
N

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

o
2

10t 10°
n (numero de elementos)

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

Figura 4 - Numero médio de comparagoes das trés versoes, por massa de teste.

Aleatorio

Comparacao das tres versoes do Quicksort - trocas / movimentacoes

Ordenado

Inversamente ordenado

Muitos elementos repetidos

Quase ordenado

~®— Quicksort recursivo
~B- Quicksort hibrido
100 == Hibrido + mediana-de-tres
8
8
£ 10°
£
]
£
3 10
£
2
g 10°
2
102

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

Figura 5 - Ndimero
massa de teste.

0? 10t 10°
n (numero de elementos)

-

o
3

10t 10°
n (numero de elementos)

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

10° 10* 10°
n (numero de elementos)

médio de trocas (movimentagdes) das trés versdes, por
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Tabela 4 - Resultados para a massa Aleatdrio.

Versao n  Tempo (ms) Comparagées Trocas
Recursivo 1.000 0,037 13.323 2.600
Hibrido 1.000 0,021 14.435 7.414
Mediana-3 1.000 0,026 14.109 7.829
Recursivo  10.000 0,459 180.022 33.586
Hibrido 10.000 0,341 191.362 82.044
Mediana-3 ~ 10.000 0,348 180.820 85.022
Recursivo ~ 100.000 5,435 2.238.090 412.988
Hibrido 100.000 4,338 2.351.171 897.440
Mediana-3 100.000 4,387 2.242.553 923.525
Recursivo ~ 500.000 30,016 13.041.446  2.332.566
Hibrido 500.000 24,586 13.610.714  4.754.782
Mediana-3 500.000 24,915 12.386.071 4.911.093

Tabela 5 — Resultados para a massa Ordenado.

Versao n  Tempo (ms) Comparagées Trocas
Recursivo 1.000 0,005 9.009 511
Hibrido 1.000 0,003 5.942 31
Mediana-3 1.000 0,003 6.004 31
Recursivo 10.000 0,064 125.439 5.904
Hibrido 10.000 0,041 89.497 255
Mediana-3  10.000 0,041 90.007 255
Recursivo  100.000 0,805 1.600.016  65.535
Hibrido 100.000 0,562 1.291.821 4.095
Mediana-3 100.000 0,559 1.300.011 4.095
Recursivo ~ 500.000 4,104 9.000.018 262.143
Hibrido 500.000 3,141 7.467.247  16.383
Mediana-3  500.000 3,132 7.500.013  16.383




Tabela 6 — Resultados para a massa Inverso.

Versao n  Tempo (ms) Comparagdes Trocas
Recursivo 1.000 0,006 9.016 1.010
Hibrido 1.000 0,004 5.946 530
Mediana-3 1.000 0,004 6.009 530
Recursivo 10.000 0,071 125.452  10.904
Hibrido 10.000 0,048 89.504 5.254
Mediana-3  10.000 0,048 90.015 5.254
Recursivo  100.000 0,861 1.600.030 115.534
Hibrido 100.000 0,618 1.291.832  54.094
Mediana-3 100.000 0,618 1.300.023  54.094
Recursivo  500.000 4,371 9.000.034 512.142
Hibrido 500.000 3,404 7.467.260 266.382
Mediana-3 500.000 3,434 7.500.027  266.382

Tabela 7 — Resultados para a massa Repetidos (10 chaves distintas).

Versao n  Tempo (ms) Comparagées  Trocas
Recursivo 1.000 0,020 10.427 3.840
Hibrido 1.000 0,009 7.806 2.524
Mediana-3 1.000 0,016 7.571 2.571
Recursivo 10.000 0,221 135.619 54.818
Hibrido 10.000 0,163 102.243 33.791
Mediana-3  10.000 0,179 101.570 34.211
Recursivo  100.000 2,467 1.687.013 712.530
Hibrido 100.000 2,011 1.357.196 500.738
Mediana-3 100.000 2,004 1.353.863 001.874
Recursivo ~ 500.000 13,117 9.776.488 4.131.089
Hibrido 500.000 10,825 8.124.660 3.068.952
Mediana-3 500.000 11,023 7.880.701 3.070.614

17
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Tabela 8 - Resultados para a massa Quase ordenado.

Versao n  Tempo (ms) Comparagdes Trocas
Recursivo 1.000 0,006 9.030 533
Hibrido 1.000 0,004 5.989 79
Mediana-3 1.000 0,004 6.112 81
Recursivo 10.000 0,072 125.767 6.252
Hibrido 10.000 0,048 90.778 1.159
Mediana-3 ~ 10.000 0,048 91.981 1.140
Recursivo  100.000 0,904 1.607.418  70.047
Hibrido 100.000 0,650 1.302.115  12.210
Mediana-3 100.000 0,651 1.316.461  12.367
Recursivo ~ 500.000 4,698 9.043.946 300.847
Hibrido 500.000 3,668 7.527.613  69.366
Mediana-3 500.000 3,688 7.599.189  69.628

4.2.1 Ganho das versoes hibridas

A Figura 6 apresenta a reducao percentual de tempo das versdes hibridas em

relacao ao Quicksort recursivo puro.

10% 10t 10° 10° 10% 10° 10° 10* 10° 10° 10* 10° 10% 10* 10°

Figura 6 — Redugao do tempo de execucao das versoes hibridas em relagao ao
Quicksort recursivo.

O ganho é consistente: a reducao de tempo varia entre 16% e 54%, com mediana
de 28%, sem que nenhuma configuracao apresente prejuizo. Confirma-se, portanto, a

hipétese que fundamenta a versao hibrida.

Cabe observar que o ganho é maior nas massas com estrutura (Ordenado, Quase
ordenado) do que na massa Aleatério. A razdo é a adaptatividade do Insertion Sort
discutida na Secao 2.1: em subvetores quase ordenados, o nimero de deslocamentos é
proporcional ao nimero de inversoes, que ¢ pequeno. Isso é visivel na Tabela 5, em que

o nimero de trocas cai de 262.143 para 16.383 em n = 500.000 — redugao de dezesseis
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vezes.

4.2.2 Efeito da mediana-de-trés

A comparagao entre as versoes (b) e (c) exige cautela metodolégica. Confrontar
a versdo com mediana-de-trés (M = 40) diretamente com o Quicksort recursivo puro
(M = 1) faria variar duas grandezas simultaneamente — o corte M e a estratégia de pivod
— e atribuiria a mediana-de-trés um ganho que decorre, em sua maior parte, do corte.
Para isolar o efeito do pivo, as duas versdes devem ser comparadas com o mesmo valor

de M, conforme a Tabela 9.

Tabela 9 - Redugao do nimero de comparagoes da mediana-de-trés em relagao
ao hibrido simples, ambos com M = 40.

Massa n=1.000 n=10.000 7n=100.000 n=500.000
Aleatorio +2,26% +5,51% +4,62% +9,00%
Repetidos +3,01% +0,66% +0,25% +3,00%
Ordenado —1,04% —0,57% —0,63% —0,44%
Inverso —1,06% —0,57% —0,63% —0,44%
Quase ordenado —2.05% -1,33% —1,10% —0,95%

Valores positivos indicam vantagem da mediana-de-trés.

A Figura 7 apresenta a mesma comparacao de forma visual, agora incluindo tam-

bém o tempo, de modo que o efeito isolado do pivo (com M constante) fica explicito.

Efeito isolado da mediana-de-tres (mesmo M)
Aleatorio Ordenado Inversamente ordenado Muitos elementos repetidos Quase ord:

rdenado
—o— comparacoes

10
r—"’/.“'/. —__ _ e tempo

10° 104 10° 10° 10* 10° 10° 104 10° 10° 10* 10° 10° 10* 10°

Figura 7 — Efeito isolado da mediana-de-trés, ambos com M = 40: reducgao
percentual das comparacgoes e do tempo em relagao ao hibrido simples. Valores
positivos indicam vantagem da mediana-de-trés.

O resultado ¢é nitido e inteiramente explicado pela teoria:

o Na massa Aleatério, a mediana-de-trés reduz as comparacgoes em 2% a 9%. O

elemento central de um vetor aleatério é um elemento qualquer da distribuicao; a
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mediana de trés amostras é um estimador melhor da mediana verdadeira do subve-
tor, produzindo parti¢oes mais equilibradas. A magnitude observada é compativel
com a reducao tedrica de aproximadamente 14% prevista por Sedgewick (1978) —
a diferenca decorre de o corte em M = 40 ja eliminar as chamadas recursivas mais

profundas, que sao justamente aquelas em que o desbalanceamento mais pesa;

Nas massas Ordenado, Inverso e Quase ordenado, a mediana-de-trés é apro-
ximadamente 1% pior. A explica¢ao é direta: em um vetor ordenado, o elemento
central jd € a mediana exata do subvetor. A mediana-de-trés seleciona exatamente
o mesmo pivo, produzindo partigoes idénticas — o que se confirma pelo niimero de
trocas rigorosamente igual nas Tabelas 5 e 6 — e gasta, além disso, duas a trés

comparagoes adicionais por chamada.

Conclui-se que, quando comparada a um pivo central, a mediana-de-trés nao

apresenta vantagem sistematica. Seu valor real manifesta-se na comparagdo com

pivos de posicao fixa, como se demonstra na se¢ao seguinte.

4.3 Pior caso forcado

Para forcar explicitamente o pior caso, combinou-se vetor ja ordenado com es-

colha inadequada de pivd (primeiro elemento), conforme discutido na Se¢ao 2.2.2. A

Tabela 10 e a Figura 8 apresentam os resultados.

Tabela 10 — Pior caso forcado: vetor ordenado com pivo igual ao primeiro

elemento.
Versao n  Tempo (ms) Comparagoes Comp./n?
Piv6 = primeiro 1.000 0,138 501.498 0,5015
Pivo = primeiro 5.000 3,172 12.507.498 0,5003
Piv6 = primeiro 10.000 12,679 50.014.998 0,5001
Pivo = primeiro 20.000 50,657 200.029.998 0,5001
Pivd = primeiro 50.000 309,115 1.250.074.998 0,5000
Recursivo (central) 50.000 0,378 750.015 0,0003

Mediana-3 50.000 0,261 600.010 0,0002
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Pior caso: comparacoes (vetor ordenado) Razao comparacoes/n2 (constante => ©(n?))
109 | -#- Pivo= primeiro (pior caso) . Q._.............".......
—8— Quicksort recursivo
=& Hibrido + mediana-de-tres ‘..-
108 4 1014
4
+ ~
n » -
. -
8 107 4 o -#- Pivo = primeiro (pior caso)
E 8 —8— Quicksort recursivo
o & © 1072 =& Hibrido + mediana-de-tres
£ 10° 8 limite teorico n%/2
8 £
o
U
105 4
10—3 4
104 4
-
T " ———— T " = T ————————T "
103 104 103 104
n (humero de elementos) n (humero de elementos)

Figura 8 — Pior caso: niimero de comparagdes e razao comparagoes/n?.

A razao comparagoes/n® converge para exatamente 0,5000, confirmando nu-
mericamente a previsao tedrica da Equacao 2.6, segundo a qual o pior caso executa
n(n —1)/2 &~ n?/2 comparagoes. O painel direito da Figura 8 torna essa constatacio
visual: a curva do pivo inadequado é horizontal, sobreposta ao limite tedrico, enquanto as
curvas das demais versoes decrescem — comportamento esperado de fung¢oes O(nlogn),

cuja razao sobre n? tende a zero.

Em ntmeros absolutos, para n = 50.000 a versao com pivd inadequado executa
1.250.074.998 comparagoes contra 600.010 da versao com mediana-de-trés: uma diferenca
de aproximadamente 2.000 vezes, refletida em tempo de execucao 1.200 vezes maior
(309,1 ms contra 0,261 ms).

Cabe registrar uma consequéncia pratica frequentemente esquecida. No pior caso,
a profundidade da recursao é n, e ndo O(logn). Com a pilha padrao de 8 MB do sis-
tema utilizado, entradas superiores a aproximadamente 100.000 elementos provocariam
estouro de pilha — motivo pelo qual este experimento foi limitado a n = 50.000. Trata-se
de uma falha de natureza distinta da lentidao: o programa nao apenas demora, ele ter-
mina anormalmente. Essa observacao reforga o argumento de Musser (1997) em favor do

monitoramento da profundidade de recursio.

4.4 Andlise critica

Dois resultados deste trabalho merecem analise mais detida, por contrariarem a

intuicao derivada exclusivamente da andlise assintotica.
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4.4.1 Mais comparagoes, menos tempo

Observe-se a massa Aleatério na Tabela 4. Para n = 100.000, o Quicksort recursivo
executa 2.238.090 comparagoes em 5,435 ms, enquanto a versao hibrida executa 2.351.171
comparacoes — 5% a mais — em 4,338 ms, sendo, portanto, 20% mais rapida. O
mesmo padrao repete-se em todos os tamanhos, e também no ntmero de trocas, que mais

que dobra na versao hibrida.

A primeira vista, o resultado é paradoxal: como pode um algoritmo que realiza
mais operagoes elementares ser mais rapido? A explicacao esta no fato de que nem toda

operacgao elementar custa o mesmo:

1. Custo por chamada recursiva. Com M = 1, o Quicksort realiza aproximada-
mente n chamadas recursivas, cada uma com prologo, epilogo, manipulagao de pilha
e calculo de pivo. Com M = 40, esse niimero cai cerca de 40 vezes. As comparagoes
economizadas na recursao sao substituidas por comparacoes do Insertion Sort, que

nao tém esse custo fixo associado;

2. Localidade de referéncia. O Insertion Sort opera sobre blocos contiguos de no
maximo 40 elementos — 160 bytes, que cabem em trés linhas de cache. Todos os
acessos ocorrem em cache L1. Ja as chamadas recursivas profundas do Quicksort

tocam regioes dispersas do vetor;

3. Predicao de desvios. O laco do Insertion Sort tem padrao de desvio altamente
previsivel, ao passo que o desvio da particdo do Quicksort depende da comparacao
com o pivo e é, por construcao, imprevisivel — cada erro de predigao custa entre 15

e 20 ciclos de pipeline.

Esse achado é coerente com a literatura recente discutida no Capitulo 2: Kushagra
et al. (2014) atribuem os ganhos do Quicksort de multiplos pivds a reducao de falhas
de cache, e ndo a contagem de comparagoes, e Edelkamp e Weifl (2019) obtém ganhos
expressivos atuando exclusivamente sobre a predicao de desvios, sem alterar o nimero de
comparagoes. A conclusao é que a contagem de comparagoes, isoladamente, deixou
de ser um preditor confiavel do tempo de execucao em hardware moderno —

embora permanega a métrica correta para caracterizar a complexidade assintotica.

4.-4.2 O papel das métricas deterministicas

O segundo resultado é de natureza metodolégica. Como relatado na Secao 3.5, a
primeira calibracao de M produziu um valor incorreto por contaminacao da medi¢ao de

tempo pelo governador de frequéncia do processador.
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O erro foi detectado porque duas métricas mediam o mesmo fenémeno com
naturezas distintas: o nimero de comparagoes é deterministico e reprodutivel bit a bit,
enquanto o tempo é uma grandeza ruidosa. Quando as duas discordaram sistematica-

mente, a métrica deterministica evidenciou a existéncia de um problema na medicao.

Esse é, precisamente, o motivo pelo qual o enunciado exige a manutencao de conta-
dores de comparacoes e trocas além da medicao de tempo. Os contadores nao sao apenas
uma métrica complementar de desempenho: funcionam como instrumento de verificacao
da prépria medicao experimental. Sem eles, o valor incorreto de M teria sido incorporado

a este relatorio sem qualquer sintoma perceptivel.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho realizou um estudo comparativo experimental de trés implementa-
¢oes do Quicksort — recursivo puro, hibrido com Insertion Sort e hibrido com mediana-de-
trés — avaliadas sobre cinco massas de teste e quatro tamanhos de entrada, com medigao

de tempo de execucgao, numero de comparagoes e numero de trocas.

Quanto ao primeiro objetivo especifico, a calibracdao empirica mostrou que o
minimo do nimero de comparagoes — métrica deterministica — ¢é estavel em M ~ 20—
25, enquanto o minimo de tempo é sensivel a ruido e variou entre 40 e 100. Adotou-se o
critério do menor M dentro de 2% do melhor tempo, que conduz a M = 40 na maioria
das células. Esse valor é superior a faixa de 5 a 25 recomendada por Sedgewick (1978),
diferenga atribuida a evolucao do hardware: em processadores atuais, a localidade de
cache e a previsibilidade de desvios do Insertion Sort deslocam o ponto de equilibrio para

valores maiores.

Quanto ao segundo objetivo, as versoes hibridas reduziram o tempo de execugao
entre 16% e 54% em relacao ao Quicksort recursivo puro, com mediana de 28%, sem
prejuizo em nenhuma configuracao testada. O ganho foi maior nas massas com estrutura,

em razao da adaptatividade do Insertion Sort.

Quanto ao terceiro objetivo, o experimento de pior caso confirmou numerica-
mente a previsao tedrica: a razao comparagoes/n? convergiu para exatamente 0,5000,
correspondendo as n(n — 1)/2 comparagdes previstas pela andlise. Para n = 50.000, a
diferenga entre a escolha inadequada e a adequada de pivo alcangou aproximadamente

2.000 vezes em ntmero de comparagoes e 1.200 vezes em tempo de execucao.

Quanto ao quarto objetivo, a andlise critica produziu dois resultados que mere-

cem destaque.

O primeiro é que a mediana-de-trés, quando comparada ao pivo central com o
mesmo valor de M, ndo apresenta vantagem sistemadtica: reduz as comparacoes em 2%
a 9% apenas em dados aleatérios e é cerca de 1% pior em entradas ordenadas, inversas
e quase ordenadas. O resultado é plenamente explicado pela teoria — em um vetor
ordenado o elemento central ja é a mediana exata do subvetor, de modo que a técnica

seleciona o mesmo pivd e gasta comparagoes adicionais sem contrapartida. Seu valor
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real reside na protecao contra pivos de posicao fixa, cenario em que a diferenca é de trés
ordens de grandeza. Cabe destacar que esse resultado s6 se tornou visivel porque as duas
versoes foram comparadas mantendo M constante; comparé-las com valores distintos de

M atribuiria a mediana-de-trés um ganho que decorre, na verdade, do corte.

O segundo é que a versao hibrida executa mais comparagoes e mais trocas que o
Quicksort recursivo em dados aleatorios e, ainda assim, é consistentemente mais rapida.
Isso evidencia que a contagem de operacoes elementares, embora seja a métrica correta
para a andlise assintotica, deixou de ser um preditor confidvel do tempo de execucgao
em hardware moderno, no qual efeitos de cache e de predi¢do de desvios respondem por

parcela expressiva do custo real — em consonancia com Kushagra et al. (2014) e Edelkamp

e Weif§ (2019).

Registra-se, por fim, uma contribuicdo de natureza metodolégica. A primeira
calibracao realizada produziu um valor incorreto de M em virtude do aquecimento do
processador, viés sistemético que nao é corrigido pela simples repeticao das execugoes. O
erro foi detectado pela discordancia entre o tempo medido e o niimero de comparagoes
— métrica deterministica e imune ao efeito. Conclui-se que os contadores exigidos pelo
enunciado desempenham papel que extrapola a caracterizacao de desempenho: constituem

instrumento de verificacdo da validade da prépria medicao experimental.

5.1 Trabalhos futuros

Como desdobramentos naturais deste estudo, sugerem-se: a implementacao do
Introsort de Musser (1997), que garante O(n logn) no pior caso mediante monitoramento
da profundidade de recursao; a avaliacdo do Quicksort de pivd duplo analisado por Wild
e Nebel (2012); e a implementagao das técnicas de partigdo sem desvios propostas por
Edelkamp e Wei8 (2019) e Peters (2021), cujo ganho, segundo os autores, decorre de
fatores que a analise assintética classica nao captura — hipdtese que os resultados da

Secao 4.4 deste trabalho corroboram.
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APENDICE A - CODIGO-FONTE DAS IMPLEMENTACOES

O cbédigo-fonte completo, os arquivos de resultados em formato CSV e os scripts
de geracao dos graficos estao disponiveis no repositério do trabalho. Reproduzem-se a

seguir os trechos essenciais das implementacoes.

A.1 Insertion Sort

Cédigo A.1 - Ordenagao por insercao do subvetor v[esq..dir].

void insertionSort(std::vector<int>& v, int esq, int dir, Contadores& c¢) {
for (int i = esq + 1; i <= dir; ++i) {
const int chave = v[i];
int j =1 — 1;
// Desloca para a direita todos os elementos maiores que ’chave .
while (j >= esq) {
4+4-c.comparacoes;
if (v[j] <= chave) break;
vij + 1] =v[jl;
++c.trocas;
—1Js
}
if (j +1!'=1) {
v[j + 1] = chave;

A.2 Particao de Hoare

Cédigo A.2 — Particao em torno do valor do pivd. Ao final, v[esq..j] contém

os elementos menores ou iguais ao pivo e v[i..dir], os maiores ou iguais.

static void particao (std::vector<int>& v, int esq, int dir,
int& i, int& j, int pivo, Contadores& c) {

i = esq;
j = dir;
do {

while (true) { ++c.comparacoes; if (v[i] >= pivo) break; ++i; }
while (true) { 4++c.comparacoes; if (v[j] <= pivo) break; —j; }
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. if (i<=j) {

0 std::swap(v[i], v[j]);
10 4++c.trocas;

11 i

12 —J;

13 ¥

4 } while (i <= j);

15}

A.3 Escolha do pivo

Cdédigo A.3 — Mediana de trés valores, com contagem de comparacgoes.

1 static int mediana3(int a, int b, int d, Contadores& c) {

2 ++c.comparacoes;

3 if (a > b) std::swap(a, b); // garante a <= b

4 ++c.comparacoes;

5 if (b>d) { // a<=bed< b: mediana e mazr(a,d)
6 ++c.comparacoes;

7 return (a > d) ? a : d;

8 }

9 return b; /) a<=b<=4d

0}

11

12 static int escolherPivo(const std::vector<int>& v, int esq, int dir,

13 EstrategiaPivo p, Contadores& c) {

14 const int meio = esq + (dir — esq) / 2; // evita overflow de (esq+dir
)/2

15 switch (p) {

16 case EstrategiaPivo::PRIMEIRO: return v[esq];

17 case EstrategiaPivo ::MEIO: return v|[meio];

18 case EstrategiaPivo::MEDIANA3: return mediana3(v[esq], v[meio], v]

dir], c¢);

19 }

20 return v[meio];

21}

A.4 Motor Unico das trés versdes

Cédigo A.4 — Motor parametrizado pelo corte M e pela estratégia de pivo.

1 static void ordena(std::vector<int>& v, int esq, int dir,
2 Contadores& ¢, int M, EstrategiaPivo p) {
3 if (esq >= dir) return;
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// Interrompe a particao para subvetores com MENOS de M elementos.

// Com M <= 1 nenhum subvetor nao trivial e interrompido, e o algoritmo
// degenera ma versao Tecursiva pura.

if (dir — esq + 1 <M) {

insertionSort (v, esq, dir, ¢);

return;
}
int i, j;
const int pivo = escolherPivo(v, esq, dir, p, c);
particao (v, esq, dir, i, j, pivo, ¢);
ordena (v, esq, j, ¢, M, p);
ordena (v, i, dir, ¢, M, p);

// As tres wversoes exigidas sao atalhos com parametros fizos:

void quicksortRecursivo(std:: vector<int>& v, Contadores& c, EstrategiaPivo
p) {
quicksort (v, ¢, 1, p);

}

void quicksortHibrido (std:: vector<int>& v, Contadores& c, int M) {
quicksort (v, ¢, M, EstrategiaPivo::MEIO);

}

void quicksortHibridoMediana3 (std:: vector<int>& v, Contadores& c, int M) {
quicksort (v, ¢, M, EstrategiaPivo ::MEDIANA3);




